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RESUMO

Procura-se nesle artigo equilibrar uma exposigdo formal com nogdes infuitivas que
motiven a sua leilura e a esclarecam. Come;a-se por introduzir as «mdquinas de Turing»,

Jornecendo-se em seguida exemplos tipiccs,

depots prossegue se referindo as importantes

nogoes de «mdquinas de Turing Universal» ¢ de problemas irresoluveis. Por fim, conclul-se

mencionando as aplicagdes da teorsa exposta,

0 — INTRODUGAO

O problema de avaliar exactamente o que
podemos ou nao esperar deste ou daquele tipo
de maquina de calcular j& construida ou por
construir nio é novo. J4 alguns anos antes do
aparecimento dos primeiros computadores se
havia elaborado uma defini¢do de algoritmo e
explicitado a sua estreita relagdo com certo tipo
de maquinas conceptuais {Turing 1936). Elas
viriam a ser o esquema por detrds dos actuais
computadores, que n3o sio mais do que variantes
tecnolégicas sofisticadas dessas maquinas. Essas
maquinas tedricas, chamadas maquinas de Turing,
permitem por isso entender melhor os processos
realizados por um computador e até demonstrar
rigorosamente a existéncia de problemas insus-
ceptiveis de serem resolvidos nesse computador
ou noutro qualquer —isto é, a inexisténcia de
um algoritmo para uma classe de problemas dada.

Este facto nio deve ser considerado razio
depreciativa dessa .classe de problemas: havera
nela problemas cujo enunciado particular é
susceptivel de um algoritmo, também particular.
Nio haverd, isso sim, um ftnico algoritmo
suficientemente maledvel para dar conta da
versatilidade de todos os enunciados verosimeis.

Note-se que nio se exclui a possibilidade de
existéncia, nessa classe de problemas, de um
problema irresolivel que justificasse a inexisténcia
de um algoritmo geral.

A procura de algoritmos, o mesmo é dizer a
realizagio de programas, é a tentativa por um
lado de descobrir mais e novos algoritmos, por
outro, de encontrar algoritmos cada vez mais
amplos, de aplicagdo cada vez mais geral.

Ninguém até hoje, exceptuando Leibniz, propds
a elaboracio de um «algoritmo de todos os algo-
ritmos», o qual se aplicasse a todo e qualquer
problema, por mais miscelidneo que fosse. No
entanto, existe um algoritmo cujo trabalho é o
de imitar qualquer outro algoritmo. A méquina
que realiza esse algoritmo chama-se maquina de
Turing Universal, ou General Purpose Computer se
for uma das suas versdes tecnoldgicas ; neste caso,
os algoritmos imitados chamam-se programas.

Entre outras coisas, a teoria da computabili-
dade preocupa-se com o problema da existéncia
de algoritmos (ou procedimentos efectivos de
computacdo) para resolver este ou aquele pro-
blema e pretende em ultima analise um conjunto
de instrucdes a derivar de um enunciado, que
conduzam a um procedimento automatico garan-
tindo a existéncia de um resultado.

* O C.E.C, Centro de Estudos de Cibernética foi criado no inicio do ano lectivo de 196869 e funciona numa sala-
-laboratério do Pavilhdo de Méaguinas do 1.S.T. Dos trabalhos publicados constam um artigo na TECNICA em

Dezembro de 1968,

iniciando-se agora uma participacao regular. Publicar-se-3o0 para ja os textos relativos ao

coléquio «Introducdo aos Autématos Finitos e Infinitos: Aplicagdes», realizado pelo C.E.C. em Janeiro de 1970.
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Como saber poréem de antemio se uma dada
forma de proceder, que se supde ser um algo-
rtimo, é efectivamente um algoritmo, isto é, se
permite obter um resultado final sempre que
seja aplicada a classe de problemas que se pro-
poe resolver?

Sabe-se que este problema é irresoldvel. Por
outras palavras, prova-se que nio existe ou nio
é possivel fornecer um algoritmo que avalie da
pertinéncia ou nd3o pertinéncia do uso de um
modo de proceder qualquer para a resolucio dos
problemas possiveis de uma mesma classe.

Demonstremos que esse algoritmo nio existe
tomando como exemplo uma classe especial de
fungdes:

Consideremos as fungdes cujo dominio seja
o0 conjunto dos inteiros ndo negativos e cujo con-
tradominio seja um sub-conjunto desses inteiros.
Exemplos dessas fungdes podem ser k (x) =
=x’ h (x) =2%, g (x) = x — ésimo digito no
desenvolvimento de #. Diremos que uma daquelas
funcdes é efectivamente calculivel se existir um
algoritmo bem definido que nos permita calcular
o valor f (x) quando x é dado.

Suponhamos agora que temos uma lista de
todas as fungdes desta classe efectivamente cal-
culdveis e que as ordenamos da seguinte maneira:
descrevemos em portugués cada um dos algo-
ritmos que permite calcular cada fungio e segui-
damente ordenamos alfabéticamente essas descri-
¢Oes. Seja f, (x) o valor para o argumento x, da
fungdo cuja ordem é x, e definamos a funcio
h(x) =f, (x) + 1. A nossa tese é a de que
h (x) nio pertence a lista.

Para se ver que isso é verdade suponhamos
que era h (x) = f; (x) (i fixo). Observemos entio
que para x =i, hi) =f{i)=f (i) + 1, o que
é contraditorio. Ora qualquer que seja o i esco-
lhido, a contradigdo aparece sempre que x toma
o valor i; isto é, h(x) difere de qualquer das
func¢des da lista pelo menos para um valor do
argumento. Daqui devemos concluir que h (x)
ndo ¢ efectivamente calculdvel pois que nio
pertence a lista. Mas, por outro lado, sabemos
que para calcular h (x) nos basta calcular £, (x),
(o que & possivel visto f, (y) ser efectivamente
calculdvel) e juntar-lhe 1. Podemos pois calcular
efectivamente h(x). Porque é que ent3o h (x) ndo
pertence a lista? Onde estd o nosso erro?

O erro provém de termos assumido em primeiro
lugar que era possivel construir a lista de todas
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as fungles efectivamente calculéveis. Com efeito,
pressupusémos que, para todas as funcdes tendo
como dominio 0s nimeros inteiros nio negativos
e contra-dominio um sub-conjunto desses inteiros,
existia um algoritmo ou um processo para deci-
dir se cada uma das fungdes era ou nio efecti-
vamente calculavel, isto ¢, se havia um algoritmo
que fornecesse o valor da fungio para cada valor
do argumento.

Fica pois provada para esta classe de fungdes
a irresolubilidade do problema levantado. Esta
irresolubilidade é alids equivalente 4 do «halting-
-problem» :

Pode demonstrar-se que nio existe uma ma-
quina que nos diga, em todos os cases, se um dado
calculo levado a cabo por outra miquina termi-
nard eventualmente ou se prosseguird para sem-
pre sem alcangar um resultado definitivo; este
facto n3o deveria preocupar-nos nio fosse ele
vilido para qualquer miquina de Turing; assim
sendo, o que realmente demonstramos é a ine-
xisténcia de um algortimo geral que permita
afiangar se qualquer outro algoritmo garante ou
ndo um resultado final definido. Justifiquémo-nos :

Temos até agora identificado, ticitamente, pro-
cesso algoritmico com uma méquina teérica que
o realiza; agora, no entanto, fomos mais longe —
— impusémos que essa maquina fosse de um tipo
restrito de maquina, mais precisamente, uma
maquina de Turing. Dissémos até que hi uma
miquina de Turing Universal suficientemente
segura de si para ser capaz de imitar qualquer
outra maquina de Turing. Este comportamento é
passivel de algumas objecgGes.

Em primeiro lugar, perguntar-se-i, nio exis-
tirdo processos eficientes para alcangar resulta-
dos, que ndo possam ser descritos por nenhuma
linguagem formal, por exemplo o pensamento e
a fala humanos? A resposta a esta questdo terd
que ser dada pela Psicologia e pela Linguistica ;
para esse assunto remetemos aos artigos que se
seguem e a bibliografia. No entanto, a nogio ins-
tuitiva que possuimos do que seja um processo
eficiente diz-nos que este deve ser definivel, isto
é, temos que encarar a possibilidade de o trans-
mitir a um homem que o consiza executar, por
muito desinteressante ou incompreensivel que
lhe seja o problema. Nesta altura poderiamos
ser tentados a definir algoritmo como um con-
junto de regras que nos diz, sem ambiguidadé,
como proceder passo a passo. Esta definigdo
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sujeita-se a critica de que a interpretagio das
regras é deixada a cada um, e portanto, que seria
até possivel inventar-se uma interpretagdo con-
sistente dessas regras que ni3o fosse sequer sus-
peitada. Aparecia assim uma ambiguidade e o
‘procedimento eficiente deixava de ser definivel.
Poderiamos evitar, pelo contrério, os problemas
de interpretacio ou de compreensdo se juntamente
com as regras fornecessemos em detalhe o meca-
nismo que as deve interpretar. E claro que seria
ruinoso fazé-lo para cada procedimento eficiente
individual ; o ideal seria pois, (1) uma linguagem
na qual se expressasse as regras, (2) uma tUnica
maquina que interpretasse as frases nessa lingua-
gem e desempenhasse todas as etapas prescritas
para qualquer procedimento eficiente.

Essa maquina, é bom dizé-lo, existe. A lingua-
gem que ela utiliza é a linguagem prescrita; note-
-se, alids, que ao operar sobre uma sequéncia de
simbolos inicial chamada enunciado, 2 maquina
a transforma numa sequéncia de simbolos termi-
nal chamada resultado, através de uma sequéncia
de simbolos intermédia chamada resolugao ; assim
um problema goza de solugdo se existir uma

~ . ’ . r
sequéncia de simbolos permissivel entre o enun-

ciado e o resultado. A prépria méiquina, é no
entanto descrita, de maneira precisa, por uma
coleccio de sequéncias de simbolos, que fazem a
ligagdo entre as sucessivas sequéncias de simbo-
los do calculo; nas sequéncias de simbolos da
maquina intervém o simbolo que a méquina &
o simbolo que a maquina escreve, e, como inter-
médio entre estes dois, o simbolo do estado em
que a méaquina se encontra; finalmente, aparece
ainda o simbolo do estado interno em que a
maquina fica depois da operagdo, como veremos-

As sequéncias permitidas s3o precisamente
aquelas que a maquina permite que se efectuem
visto que a colecgdo de sequéncias que a definem
é restrita.

Embora seja de esperar que procedimentos
eficientes mais complexos obriguem a maquinas
mais complexas, o que acontece ¢ que podemos
realizar uma méquina do tipo indicado cuja forma
permanece constante, independentemente da com-
plexidade do processo em questdo, e capaz de o
manipular efectivamente— € a méquina de Turing
Universal.

Uma outra objecgio poderia muito bem ser
esta: com que propriedade assimilamos as fungges
efectivamente calculdveis as fungdes calculaveis
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por uma maquina de Turing (ou funcoes compu-
tdveis)? Ou esta: quem nos assegura que dado
um algoritmo, descrito numa certa linguagem
formal, com papel e lapis, exista um dispositivo
fisico que o realize?

A resposta a segunda questio é imediata:
haverd pelo menos um dispositivo fisico — aquele
que escreva a lipis no papel. Para responder
a primeira questio come¢amos por fazer notar
que assimilar o conceito intuitivo de fung3o
efectivamente calculdvel ao conceito rigoroso de
funcio computdvel, é 1nais uma tentativa
de definicdo precisa desse conceito intuitivo do
que qualquer outra coisa; mas, se por um lado
facilmente admitimos que uma fung¢do computa-
vel é por maioria~ de razio efectivamente
calculadvel, poderdo surgir diividas quanto a capa-
cidade de a nocio de fungdo computivel dar
conta de todas as func¢des a que legitimamente
chamariamos efectivamente calculdveis. De facto,
tém-se elaborado variadas defini¢des precisas do
que seja calculabilidade efectiva; entre elas
contam-se a definibilidade-). de Church, a recursivi-
dade geral de Herbrand - Godel - Kleene, os sistemas
candnicos de Post, os sistemas formais eleméntares de
Smullyan e a computabilidade de Turing, todas elas
formuladas muito diferentemente mas que prova-
ram vir a definir a mesma classe de funcoes, sendo
portanto equivalentes. Esta equivaléﬁkia e o facto
de que para miquinas que & primeira vista pare-
ciam ter possibilidades de computagao muito
maiores do que as mdaquinas de Turing se ter
demonstrado sempre que computavam as mesmas
fungdes, levam a que se identifique ou se defina
as funcdes efectivamente calculdveis como aque-
las que sdo computiveis por uma maquina de
Turing,.

Magquinas de Turing

A afirmacio de que uma maquina de Turing
é um autémato infinito necessita ser tornada
mais precisa. Na realidade, o que numa maquina
de Turing é infinito é a sua memoéria porquanto
o seu numero de estados internos é finito. Pode-
mos fazer a analogia com um computador ao
qual fosse sempre possivel acrescentar capaci-
dade de meméria (acrescentando por exemplo
fita magnética) 2 medida que fosse necessario.
Podemos pois referir-nos aos dispositivos fisicos
que representam uma maquina de Turing como



possuindo meméria ilimitada no sentido acima
dado. Com pretexto no que ja foi dito passamos
a dar uma.

1 — DESCRICAO

Uma maéquina de Turing é um autémato com
um nimero finito de estados internos ou confi-
guracdes ao qual se associa uma memdria
externa constituida por uma fita ou banda divi-
dida em quadrados ou rectingulos e infinita em
ambos os sentidos.

A liga¢do entre a fita e a mdquina propria-
mente dita é assegurada por uma cabeca de
leitura-gravagio que inspecciona apenas um
quadrado de cada vez.

O estado seguinte do autémato é determinado
pelo estado actual e pela sua entrada, constituida
pelo simbolo inscrito no quadrado sob a cabega
de leitura-grava¢io. A salda do autdémato é ou
um simbolo que ele grava no lugar do simbolo
de entrada que é apagado, ou o deslocamento
elementar da fita de um dnico quadrado, quer
para a esquerda quer para a direita. Pode tam-
bém pensar-se num tipo diferente de saida em
que acontecam ambas as coisas, isto &, inscricig
de um simbolo ¢ deslocamento; esse tipo de des-
crigdo, seng{b equivalente i anterior, permite a
economia d&transigdes elementares como veremos.

S N N [ N N N R

Podemos pois descrever o funcionamento de
uma maquina de Turing com trés fungdes

Q(t+1)=GCG (Q(t), S(t))
R{t4+1)=F (Q(t),5(®)
D(t+1)=D (Q(t), S(t))

onde Q(t) é o estado na etapa t.
S (t) é o simbolo lido na etapa t.
R (t) é o simbolo escrito na etapa t.
D (t) é o deslocamento na etapa t.

As trés fungdes sdo:

G — mudanga de estado
F —saida
D — deslocamento

Em cada etapa ou ciclo a maquina encontra-se
num estado interno g, 1& o simbolo s, imprime
o simbolo F(q;, s;) eventualmente igual ao ante-

tior, desloca-se D (q;, s;) e transita para o estado
G (g, s))-

Visto que a maquina se pode deslocar em qual-
quer dos sentidos ao longo da fita, é-lhe sempre
possivel voltar a um quadrado devidamente assi-
nalado para reaver ai a informagio armazenada.
Isso torna-lhe possivel acumular quantidades de
informacdo arbitrariamente grandes.

Esta possibilidade de voltar «atrds» distingue-a
de um autémato finito *, o qual pode considerar-
-se como uma maquina de Turing que sé pode
mover-se num unico sentido; (ou que se mova
nos dois sentidos mas nio possa apagar).

Outra diferenca importante é que enquanto
para os autématos finitos temos que con-
siderar a entrada como procedendo do meio
exterior e portanto que a computagio ndo fica
completamente especificada fornecendo-se apenas
o estado inicial juntamente com o simbolo de
entrada inicial, na miquina de Turing temos um
sistema fechado em que a fita serve de ambiente
a parte finita da méquina; podemos especificar
completamente uma computagio dando (1) o
estado inicial da maquina, (2) o conteiido inicial
da fita, (3) a posi¢do inicial da fita.

Fazemos aqui uma restrigio: inicialmente
a fita estd vazia excepto num numero finito de
quadrados. Assim em cada etapa podemos supor
a fita como sendo finita, desde que, quando
necessario, se acrescente mais um quadrado
vazio a fita; mantém-se pois a analogia com os
actuais computadores.

2 —DESCRIGAO FORMAL

Definiciao 1 Uma expressdo € uma sequéncia
finita (eventualmente nula) de simbolos escolhidos

dalista:ql, NS VR TP (9 5

* Ou méiquina sequencial.
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Dfriggo 2 Um quddruplo € uma expressdo com
emaidas seguintes formas:

(3) g;s;Lq
(4) g;5,9: 9,

(1) g;5;5:
(2) q;5,Rq

Cada quidruplo indica um ciclo de uma
wiquina de Turing, sendo g; o estado interno
micial, s, 0 simbolo lido e g, o estado interno no
gnal do ciclo. Em (1), sx é 0 simbolo escrito que
substitui s,. Em (2) e (3), R e L sdo desloca-
mentos da fita tais que a méaquina passa a ler
o simbolo incrito no quadrado imediatamente
3 direita ou 2 esquerda de 5 respectivamente.

As expressdes com a forma (4) permitem que
2 maquina faga certo tipo de perguntas ao «meio
exterior» acerca do conteido da sua fita: se a
resposta € afirmativa ela assume o estado
interno g, ; © estado interno g, caso contrario.
Restringe-se o tipo de perguntas 4s da forma:
«sera que @€ A?» em que A é um conjunto
dado e w & extraido do contetdo da fita.

Obtém-se assim o conceito de computabilidade
relativa, ou de funcio A-computavel, quando
for necessiria a intervengio de quadrulos da
forma (4) juntamente com a especificagdo do
conjunto A e o modo de extrair @ da fita. Esta
no¢io de computabilidade relativa é mais geral
gue a anterior ; de facto, podemos supor que uma
funcio ¢é simplesmente computavel quando
o conjunto A for vazio; nesse caso a maquina
assume sempre, na forma (4), o estado g, e um
quadruplo da forma g;s; q; g, € equivalente a
um outro da forma (1), g; 5; s; g Ha pois toda
a vantagem em desenvolver a teoria mais geral
de computabilidade relativa ao invés da teoria de
computabilidade simples; dai a razio de ser dos
quadruplos da forma (4).

Drefinicgo 3 Turing € um
conjunto finito (ndo vazio) de quidruplos, que
nio contém dois quidruplos diferentes cujos
primeiros dois simbolos sejam iguais.

Aos g/s e aos s;'s que ocorrem nos quéadru-
pios de uma maquina de Turing chama-se
estados ou configuracoes internas e alfabeto respecti-
vamente. Se nenhum dos quédruplos for da
forma (4), a méiquina de Turing diz-se simples.
iNotar que a definigio acima dada implica a
finitude do numero de configuragdes internas e
do' niimero de simbolos do alfabeto de qualquer
tmaquina).

Uma mdquina de
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Definicio 4 Uma descricgo instantanea é uma
capressdo em que hé apenas um q,, nao hiRoul,
e na qual g; ndo é o simbolo mais a direita.

Se Z for uma maquina de Turing, 4 € uma
descricdo instantinea de Z se o g; que figura em
2 for uma configuragdo interna de Z e se 05 s,’s
que ocorrem em 4 fizerem: parte do alfabeto de Z.

Definigio 5 A uma expressio que consista
inteiramente de s;'s chama-se expressdo da fita. No
que se segue, P e Q sdo expressdes da fita.

Definicio 6 Seja Z uma maquina de Turing € 4
uma descrigdo instantinea de Z tal que g, € a
configuragdo interna de Z que figuraemae s; é
o simbolo imediatamente 4 direita de g;. Diremos
entio que s, é o simbolo lido por Zemaedquea
expressdo da fita obtida retirando q; é a expressao
da fita de Z em a.

Consideremos a partir de agora que 0s quadra-
dos vazios da fita sio preenchidos por um
simbolo s, ou B que indica precisamente quais
os quadrados em branco.

Definicdo 7 Seja Z uma maquina de Turing e
sejam a e b descrigbes instantineas. Escreve-
remos « — b (Z) ou se ndo houver ambiguidade
apenas a— b, se houver um quéidruplo de Z da
forma (1), (2) ou (3) que transforme a em b.
Escreveremos a —A—>b se houver um quéadruplo de
Z da forma (4) que transforme a em b.

Exemplo: s, q, 595553 é transformada em
s,50 9, Ss 55 pelo quadruplo da forma (2),
g, so Rqy.

Teorema 1 Se a—b (Z) e a— ¢ (Z), entdo
b= . Este teorema é imediato a partir da defini-
¢ao 3.

Teorema 2 Se a—b (Z) e Z C 7', entdo a—b
(2). Z € Z' significa que todo o quéadruplo de
de Z é também um quéidruplo de Z'. Note-se,
alids, que Z e Z' sdo dois conjuntos (definicZo 3).

Dcfinicio 8 Uma descrigao instantanea a cha-
ma-se ferminal relativamente a Z se ndo existir 4
tal que a—b (Z2).

Isto significa que a auséncia de uma instrugao
sob a forma de um guadruplo do tipo (1), (2)
ou (3) adeguado a descrigdo instantinea a equi-
vale a paragem da maquina.



Definicdo 9 Por computagdo de uma mdquina de
Turing Z entende-se uma sequéncia finita A By,
a, de descri¢des instantineas tais que a—a; (Z)
para 1 <i<{p e tal que a, é terminal relativa-
mente a Z. Nesse caso escreve-se a,=Res, (a) e
chama-se a a, o resultado de a, relativamente a Z.

3 EXEMPLOS

Normaimente chama-se g, & configuracio
interna presente na descri¢io instantinea inicial
a . Assim suponhamos que Z consiste no seguinte
conjunto de quadruplos:

q; 5o R q,
9,5, R q
q; ss R q,
9155559,
9,55 L g4
93 S¢ 85 93
93 5, 5593

d3 53 55 g3

Z tem as configura¢des internas dy, 9y, q5€0
alfabeto s, s,, s5, s;.
Exemplo de uma computagio de Z:

529150 5555 7 S 50 9y S5 S5
T 535955 9 S5
2 50 85 9y S;

—> 53539355 S5

— 5

Aqui Res; (s, q, s,s55,) = s,5,q35; ;5.

Portanto o efeito de Z foi o de procurar o sim-
bolo s; movendo-se para a direita do simbolo
inicialmente lido. Localizado s,, substituiu-o por
s e escreveu outro s, imediatamente i esquerda
do primeiro.

O que aconteceria se nido existisse nenhum s,
a direita de g, ? Nesse caso a computagdo pros-
seguiria eternamente, ou melhor, ndo existiria
computacio no sentido dado pela defini¢io nove.
Isso porque a direita de s; existe uma infinidade
de quadrados em branco, 0s quais ja suposémos
preenchidos com s;. Se a, fosse s, q, s;s; sy,
o Res, (a;) seria portanto indefinido.

O exemplo seguinte é um contador de paridade.
Ele diz-nos se o nGmero de s,’s (ou o numero
de 1’s, fazendo s, ==1) na sua fita é par ou
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impar. Sempre que encontra um 1 ele muda
de um estado para o outro. Aqui vamos utilizar
uma representagdo de quintuplos que permite
economizar transi¢des elementares. Os quintuplos
sdo da forma (q; s; 5, D q,) em que D pode ser
um dos simbolos R ou L, q; a configuragdo
interna, s; o simbolo lido, s, o simbolo escrito
e q, a configuragdo interna seguinte. Esta repre-
sentagdo é equivalente A anterior, facto que
o leitor poderd demonstrar como exercicio para
uma maquina Z simples. )

Os quintuplos do contador de paridade sdo:

9 s; s, D g,
9,0 ¢ R g,
o1 0 R q,
q,0 0 R gq,
9,1 0 Rgq,

Se o estado final é q; a paridade é par, se é
,
q,, € impar.
Vejamos como é processada a descrigdo ins-
tantdnea seguinte:

a,=Pg,1011011FQ

¢cm que F é um simbolo que indica o fim da
expressio cuja paridade se pretende conhecer
e P e Q sdo como ja se disse expressdes da fita,
possivelmente apenas constituidas por B’s (ver
definigdo 6.

Teremos entdo:

Pg,1011011FQ—P0q011011FQ
—P00q,11011FQ
—P000g,1011FQ
—P0000q011FQ
—P00 000 q11EFQ
— P00 000 0gq,1FQ
—POU00000qFQ

que é terminal.

Neste exemplo a méiquina move-se sempre
para a direita nd3o existindo portanto a possibi-
lidade de reaver mais tarde informagio porven-
tura por ela armazenada na fita. Nessa medida,
podemos esperar que a computagio de paridade
efectuada, possa ser levada a cabo por um auté-
mato finito (e portanto de memdéria finita e
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Exercicio 2 Modificar os quintuplos de modo
a gue a expressido da fita inicial se mantenhs,
conservando assim a informagio dada.

Um exemplo elucidativo da utilizagdo da fita
ilimitada é o verificador de paréntesis que permite
decidir se uma sequéncia de paréntesis é ou ndo
uma frase bem formada de uma certa linguagem.
Por exemplo (((() ()) ()) é bem formada
enquanto que (())),) (e ((()))) ndo o sdo.

A descri¢@o instantanea inicial é do tipo PAq,
EAQ, em que A é um simbolo que identifica o
inicio e o fim da expressio da fita E constituida
por uma sequéncia de paréntesis, mal ou bem
formada. Os quintuplos do verificador de parén-
tesis sdo:

q0) XL g,
qo ( (R gy
%AAL_%
go X X R g
ql))L‘ql
q; (XR g,
g, AND g,
g, XXLaq,
g, ) ndo ocorre
g, (ND gy
g, ASDq;
g, X XL gy

X é um simbolo utilizado em substitui¢do de
um paréntese que esté a ser conferido. D é um
deslocamento indiferentemente para a esquerda
ou para a direita; pode ser substituido por R ou
por L. g, é o estado que figura na descrigdo ins-
tantinea terminal. A mdiquina imprime S se a
expressio é bem formada, N caso contrario.

Examinemos como a maquina procede:

g, é basicamente um estado de deslocacdo para
a direita, que procura, sem nada modificar, um
paréntese «)»; substitui-o por X e transforma-
-se em q,.

g, € basicamente um estado de deslocagdo para
a esquerda, que procura, sem nada modificar, um
paréntese «(». Se o encontra substitui-o por X
e volta ao estado g,. O cancelamento continua
até que aconteca uma das duas coisas: (1) o
estado g, ndo encontra nenhum «(»; atinge
assim o A da esquerda, imprime um N e para,
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(2) o estado g, nio encontra mais nenhum «),, .
atinge assim o A da direita e passa ao estado q,;
alcancado o estado g, este desloca-se para a
esquerda para verificar se persiste ainda algum
«(»; se encontra um péara e imprime N; se
atinge o A da esquerda sem encontrar nenhum
imprime S e para.

Note-se que esta computagio nao pode ser
realizada por um autémato finito porque a
maquina terd que percorrer eventualmente inter-
valos arbitrariamente longos. Repare-se também
numa propriedade interessante desta maquina:
ela s6 muda o conteido de cada quadrado uma
{inica vez. Pode mostrar-se que qualquer méiquina
é num certo sentido equivalente a uma outra
restingida a essa condigao.

4 — COMPUTACOES NUMERICAS

Mostrdmos ji como é que as méquinas de
Turing podiam ser utilizadas para realizar com-
putagdes com simbolos. Para as tornarmos aptas
a fazerem computagdes numéricas é necessario
introduzir uma representa¢do simboélica adequada
para os ntmeros. A maneira mais simples de o
fazer é escolher um simbolo s, como base e
simbolizar um niimero por uma expressao intei-
ramente formada por ocorréncias desse simbolo.
Além disso, se m for um inteiro positivo escre-
veremos s; em vez da expressio s, ...s; A

o e
m

- o s
expressio nula representar-se-a s; . Utilizaremos
doravante 1 em lugar de s,.

Nota Importante

Chamamos aqui a atengdo para a facto de que
apenas trabalharemos no que se segue com fun-
¢des cujos dominio e contra-dominio sdo sub-con-
juntos dos inteiros ndo negativos. A mesma teo-
ria pode ser desenvolvida sensivelmente da mesma
maneira para os inteiros negativos ou para os
racionais. Quanto aos ntimeros reais, hd que
definir os numeros reais computaveis. Mas ndo
podemos entrar em detalhes.

Definicio 10 A cada ntimero n inteiro ndo nega-
tivo associamos a expressdo da fita



Portanto 3 =111 1 e, em geral, n = 1...1

———

n+1

Definicao 11 A cada k-tuplo (n;, ng, ..., n,) de
inteiros ndo negativos associamos a expressio da

fita (n,, n,,..., n,), onde
(n,,ny,...,n)=1n,Bn,B...Bn,

Assim, (2,3,0) =111B1111B1
Esta notagdo é conveniente para as entradas.
Para as saidas utilizaremos a seguinte

Definicio 12 Seja M uma expressio da fita ou
uma descri¢do instantinea. Entio <<M > é o ni-
mero de 1,5 que ocorrem em M.

Assim,<711B s, q5>=2;<q3 gy 55> =0.

Note-se que < m—-1> = m e que
<MN>=<M> + <N>.

5 — FUNCOES COMPUTAVEIS

Definigio 13 Seja Z uma miquina de Turing.
Extdo, para cada n, associamos com Z uma fungio
n-3ria

¥ (x,, %y, ..., x )

do seguinte modo:

Para cada n-tuplo (m,, m,, ..., m_ ), faze-

wmos x;=q (m,, m ,..., m) e distinguimos

entre dois casos

(1) existe uma computagio de Z,a ,...,a .
Nesse caso fazemos

s (n)
¥ (m, m,, ...

=<R€Sz(a|)>

(2) n3o existe nenhuma computagdoa,,...,a o
isto €, Res, ( a,) € indefinido. Nesse caso deixa-

mos ‘V(Z") (m,, m,, ..., m,) indefinida.

Escrevemos ¥, (x) em vez de ‘V(z” (x).

Definicdo 14 Uma funcio n-4ria E(xp,. .., x,)
€ parcialmente computdvel se existir uma maquina
de Turing Z tal que

f(x,,. .,xn)———‘l"(zn) Xy, X,)

Diremos nesse caso que Z computa f. Se, além
disso, £ (x,, .. ., x, ) for uma fungio totdl, isto
¢, definida para todos os n-tuplos, diremos que
a fungdo f é computdoel.

EXEMPLOS

Adigdo. Seja £ {x, y) = x 4 y. Vamos construir
uma maquina de Turing Z que computa f (x, y);
isto é, tal que

Ve y)=x+y
Z consiste no conjunto de quadruplos

9,1 B q,
9; BRgq,
9 1 R q,
9 BR qy
95 1 B q;
rrTBm__. Entio

Se 4; = q; (m|, m,) = g, 1

o leitor verificard que

¥P (m,, m,) = <Res; (a,) >
= <B1"!' Bg,B1M<
=m; +m,

Sucessdo. Seja S (x) = x 4 1. Mostremos que
S (x) é computavel.

Z consiste no quadruplo tnico g,BBgq,.
Entio ¥, (m)=Jq,m>m +1

Subtraccdo. Definamos a fungdo x - y do se-
guinte modo

se X >y
se x <y

X L y=x—y
X >y=0

Pode construir-se uma méquina de Turing Z

 (9)
tal que 'V (m,,m,)=m; - m,.
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Funcdo Identidade. 1 (x) = x

Também é computivel. Seja Z constituida por
um Unico quédruplo, g, 1 B q,. Entdo, g, n =
= q, 11" — q, B1", e portanto ¥, (n) =
= <(q, B 1" > = n.

Outras funcoes identidade. Sejam' as fungdes
n-arias U? (X, ..., %) = x;. Essas funcbes
também sao computaveis. Isto é, para cadan e
para cada 1 < i< n hi uma maquina Z tal

‘i";) (X, -0 %) = x,.

Multiplica¢do. Também é computével. Existe Z
tal que ‘Y(Zz) (xy) = x.y

Definicio 15 Seja a uma descri¢ao instantinea
da forma P q; s; Q. Entdo, a é final em relagao
a Z se Z ndo contiver nenhum quéidruplo
comegado por q; s;. (mesmo quéadruplos da
forma q; s; g, q)).

Corolarios :

Teorema 3 Se Z é simples, entdo a é terminal
em relagdo a Z se e s6 se for final em relagio a Z.

Teorema 4 a é final em relacio a Z se e sé se
simultineamente se verificarem (1) e (2):
(1) a é terminal em relacdo a Z
(2) qualquer que seja o conjunto A escolhido,
n3o hi nenhum b tal que a N b (2).

Definicio 16 Por - A computagie de uma maquina
de Turing Z entende-se uma sequéncia finita
a,,8,,...,4a, de descri¢es instantineas tal que
para cada 1 < i<p, ou a;—a; (Z) ou
a7 A (Z) sendo a, final. Nesse caso escre-

A
veremos 4, = Res, (a,) e chamaremos a a, o
A -resultado da 4, em relagao a Z.

Definicdo 17 Seja Z uma maquina de Turing.
Para cada n, associaremos a Z uma funcio
n-aria (que em geral depende de um conjunto A),

s (0)

IZ;A (xy, .00, %)
do seguinte modo: para cada (m,, ..., m)
fazemos a,=gq; (m,, .. .,m_) e distinguimos
dois casos

(1) existe uma A - computacgio de Z,ay,..., a,,
Nesse caso fazemos

lIZ(,n)fx (mI' tees mn)=<ap>=<Res£(a 1)>
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(2) n3o existe uma A -computagio de Z;

. , A , . .. )
isto é, Res; (a,) é indefinido. Nesse caso deixa-

(n
Tremos ‘VZ!A (m,, ..

., m ) indefinida.
Escreveremos ‘}"2 (x) em vez de q’.(Z]);A (x).
Se Z for simples ‘}"(Z“);A (xy, ...

=‘¥(Z") (Xy,..

dente de A.

, X)) =

., x,) por que YV é indepen-

Definicao 18 Uma fungdo n-dria f (x, ..., x,)
é parcialmente A - computdoel se existir uma maquina
de Turing Z tal que f (x, ..
(X, e v o0 %)

Nesse caso diremos que Z A -computa f.

Se além disso f (x;, . .., x,) for total, entao
diz-se-a A - computdvel.

Corolario :

—y
coxg) =1 Z;A

Teorema 5 Se f (x, ..., x ) é (parcialmente)
computavel, entio é também (parcialmente) A -
- computavel gualquer que seja A,

Hai duas leituras para este teorema; uma com
outra sem o0s paréntesis. ‘

Teorema 6 A cada maquina de Turing Z
corresponde uma mdaquina de Turing simples
Z’ tal que ‘l'(zn,) (xl,...,xn)=‘¥z;¢,(x],...,xn)
em que ¢ é o conjunto vazio. Z' obtém-se a
partir de Z substituindo cada um dos seus
quadruplos da forma g s; 9, q; por outro da
forma q; s; 5; q;.

Corolario :

Teorema 7 g (x,,...,x,) é (parcialmente)
$ — computavel se e sé se for {parcialmente)
computavel].

Assim, a cada teorema obtido para a A-
- computabilidade, fazendo simplesmente A =g¢.
Isto é, a teoria da computabilidade é um caso
particular da teoria da computabilidade relativa.

Definiggo 19 Dizemos que um conjunto S é
computavel (A-computavel) se a sua funcio ca-
racteristica Cg (x) for computavel (A - compu-
tavel).

Por funcdo caracteristica de um conjunto S for-
mado por n-tuplos (x,, ..., X,,) entenderemos
a fungao total n-aria Cg (x,, ..., x,) cujo valor
para um dado n-tuplo(a,, .., a,) pertence a S
e 1se(a,,...,a;) ndo pertence a 5.

Teorema 8 A é A-computdvel.



6 — OPERACOES SOBRE FUNGOES COM-
PUTAVEIS

Para se estabelecer a computabilidade de fun-
¢Ses mais complicadas podem-se utilizar ope-
ragbes por meio das quais se obtém novas fun¢des
computaveis a partir das anteriores. Essas ope-
racdes podem ser repetidamente aplicadas, um
ndmero finito de vezes, as novas fungdes obtidas,
gerando-se assim uma enorme classe de fungdes
computaveis. Para que essa classe coincida com a
de todas as fungdes computaveis bastam duas
operagGes e um conjunto de partida de seis fun-
¢bes computaveis. E claro que existem outras
maneiras de definir essa classe de fungdes,
nomeadamente com outras operagdes (recursao
primitiva, por exemplo) e outros conjuntos de
partida. As duas operagdes que nos vdo interessar
sio a composigio e a minimalizacdo. O conjunto de
partida & o das fungBes ja apresentadas como
computaveis,

1) Cy &)
(2) S ) =x+t1

(3) U? (XppeeesXg) =% 1 <i<n,paratodoon

(4) x+vy
(5) x -y

(6) x.vy

A operagio de composigio permite, por exem-
plo, construir a fungdo f (g (x)) a partir das
funcdes £ (y) e g (x). O dominio def(g(x))eé
definido precisamente pelo conjunto dos niimeros
4 tais que & pertence ao dominio de f(x)e gla)
pertence ao dominio de £ (y).

Definicdo 20 A operagdo de composicdo associa
is fungdes f Ym, 8, (X", g, X", ..., 8n (X",
a fungio h (X") = f (g, (X", ..., 8,X,)) em
que f (Y™) é uma abreviaturade £ (y,, ¥5,.. -, Vo)

10

eg, (X,) é uma abreviaturade g (x,, . . . S Xg) .
Essa funcio é definida precisamente para aqueles
n-tuplos a (;, . . ., a,) que pertencem ao domi-
nio de cada uma das fungdes g; x",i=1,2,...,
m, e para os quais 0 m-tuplo (g, @y ---, a),...,

8m (@), -+ a,)) pertence a0 dominio de £ (Y™).

Teorema 9 Sejam f xm, g, (X", ..., gm(X")
(parcialmente) A-computéaveis. Seja h (x") dada
pela expressio da defini¢do anterior. Entdo
h (X") é (parcialmente) A-computével.

Coroldrioc A classe das fungdes (parcialmente)
A-computdveis ¢ fechada debaixo da operagdo
de composi¢do.

Facilmente se vé, por consequéncia de x .y ser
computavel e pelo teorema anterior, que x* & com-
putivel para cada k e por conseguinte todo
o polinémio de coeficientes inteiros é com-
putével.

A funcio |x —y| é computavel visto que
[x—y|=(x_-y) + (y =x).

Definigdo 21 A operagdo de minimalizacdo associa
a cada fungdo total f (y, X", a fungdo h (X") cujo
valor para um dado X" é o menor valor de vy, se
esse valor existir, para o qual f (y, X" =o.
Se esse valor nio existir, h (X") é indefinida.
Escreveremos

h(X") = min,, [k (y, X") =0]
Por exemplo,
x/2=min, [|(y +y) —x|=0]

em que x/2 é uma fungao parcial definida apenas
gquando x é par. Pelo teorema 10, que se segue,
x/2 é parcialmente computavel.
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Definicio 22 Uma fungio total f(y, X" chama-
-se regular se
/ miny[j(y,X“)=O]
for total.

Teorema 10 Se f(y, X") & Afcomputével,
entio h (X")= min [£f(y,X")=0] é parcial-
mente A-computavel. Mais ainda, se f (y, X") for
regular, h (X") é A-computével.

Estes resultados demonstram como é possivel
estabelecer a computabilidade de fungdes com-
plexas sem necessidade de recorrer & defini¢do
original de computabilidade em termos de maqui-
nas de Turing.

Algumas dessas fungdes sdo:

(7) N(x) =0 com N (x) =U} (x) . U; ()

(8) a(x)=1_" x; isto ¢, 2 (0)=1, «(x) =
==0 para x > 0.

Temos que a(x)=5(N(x)) _Ui (x)

(9) x2=U; () . U} (%)

N

(10) [y'x] (o maior inteiro < {/x)

[Vx]=min, [((y+1)" = x) 0]
= min, [2((5 (U; (x,y))) = U2 (x,y))=0]

D

(1D ix—y|l=Kx —y)+{y = %)

(12) [x/y] (se y 0, [x/y] é o maior inteiro
<x/y. Se y=0, [x/y]=0)

Teremos

Ix/y]=min, [y=0 Vy (z+1) >x]
=min, [y=0Vy(z+1) = x50]
= min, [y=0Vealy(z+1) = x)=0]
=min, [y . a(y(Z-+1) = x)=0]

o simbolo «V» significa «ou um ou outro ou
ambos». E equivalente a dizer que o produto de
ambos os termos (de um e outro lado do «V») é
nulo.

TECNICA N.* 396

(13) R (x,y) (se y==0, R (x,y) é oresto da
divisdo de x por y). Isto &,

xfy=[xly] + R&I)

R (x,y)=x = y [xly]

Tal que R (x.0) =x. Notar que x >y [x/y].
7 — MAQUINAS DE TURING ESPECIAIS

Vamos considerar nesta secgio maquinas que
copiam, maquinas que transferem, maquinas que
apresentam os seus resultados de forma a que estes
possam dar imediatamente entrada noutramaquina,
e maquinas que fazem a computagdo simultinea
das computacdes de virias maquinas.

Definigio 23 Se Z for uma maquina de Turing,
chamamos 8 (Z) ao maior i tal que g;éumacon-
firmacdo interna de Z.

Definigio 24 Uma méquina de Turing é n-regular
(n > 0) se se verificar (1) e (2):

(1) existe um s > O tal que, sempre que

Res; [g, (m,,...,m)] ¢ definido, ele
tem a forma Y42 (t,, - -, r,) com

S apropriados.

(2) nenhum quadruplo de Z comega por g, @

Uma maquina n-regular apresenta pois o seu
resultado apto a ser o inicio de uma nova com-
putagio, de uma outra maquina. Nota: per-
mite-se a ocorréncia a direita de r de um niimero
indefinido de B’s, mas q ¢(z) tem que ser o sim-
bolo imediatamente & esquerda dos simbolos
diferentes de B.

Teorema 11 Para toda a méquina de Turing Z
podemos construir uma maquina Z' tal que, para
cada n, Z’ é n-regular e

Res 2, [q, (mll s

,my) ] =

*

, m)

l(n)
=4dy(z) ¥ (my, ...
Z; A

* A igualdade entre fungBes parciais implica a dos
seus dominios.
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Para isso, Z’ faz a computagdo que Z faria até
parar, conta o nimero de 1’ s na fita, e reune-os
num tnico bloco, apagando tudo o resto. Para
evitar que Z‘ percorra a fita indefinidamente a
procura de mais 1’ s, é necessario fazer com que
Z’ leve a cabo a computagio de Z sempre entre

dois simbolos que servem de marcas. Essas marcas

sio deslocadas sempre que é necessario mais
espago para a computagio.

Teorema 12 Para cada maquina de Turing
n-regular e para cada p > o, existe uma maquina
de Turing Z, (n 4 p)-regular, tal que, quando

) Ty)

R .
Res , [ql (m,, ...,mn)J=qe(z) (ry - - -

também é

A - —
RES Zp [ ql (kl s .« kp’ ml/ .y mn) J ==
= qﬂ (z) (kl' 4 kp ’ rl roree g rS)’ e quarldo

A ,
Res , [ql (my,

.,mn>

¢ indefinido, também
A
RES Zp qul(kl’ ey kp/ ml’

-, mn)]
¢ indefinido.
Por outras palavras, Z , actua sobrem,, ..
como Z o faria, mas deixak,, . . .
Z, procede do seguinte modo : substitui os 1’s
dos argumentos k,, ..., k, por um simbolo
especial ¢, depois executa a computagio de Z
de tal modo que sempre que encontra um ¢ des-
loca todo o bloco de :’s umacasa para a esquerda.
No fim, volta a substituir os s por 1’s.

.,my
, l<p incélume.

Teorema 13 As mdquinas Cp que copiam.
Para cada n > 0 e p > 0, define-se uma
méquina de Turing C,, (n - p) - regular, tal que

Rescp[ql (k,,...,kp,m],...,mn)]——‘—

=q,4+16 (ml,...,mn,kl,...,kp,ml,...,mn).
Isto &, os argumentos (m,, ..., m_) sdo copia-

dos a esquerda dos (k,,..., l<p ).
Teorema 14 As mdquinas R, de transferir.

Para cada n >0 e p_>0, define-se uma
méquina de Turing R, (p + n)-regular, tal’ que

12

Tl =

,kp,ml,..

Rest [q,tk,,...

=qp—<}-15 (ml,...,mn, kl,...,kp).

Isto é, os argumentos (k,,..., k,) trocam
de lugar com os argumentos (m,, ..., m).

Estas maquinas podem ficilmente obter-se das
méaquinas copiadoras C apagando na sua expres-
sdo final os argumentos (m,. . ., m,) da extrema
direita.

Teorema 15 Para cada maquina de Turing Z,
n-regular, h4 uma maquina de Turing Z’, n-regu-
lar, tal que, quando

Al T R —
Resz [ql (my, ..., mn)]-__ Qazy (T1s vy r3>

também é

A -
ResZ,[ql (my, ..o, mn)J
=5y (710 -

Res: [ql (ml, cee,my)

e, T, My, ..., M) e quando

¢ indefinido, também

Res ;\, . mn)] ¢ indefinido.

q i (mx ’

Assim, os argumentos (m,, ..., mg) sdo
’ 1

preservados por Z'.

Teorema 16 Sejam Z,, ..., Z, maquinas de
Turing. Seja n>o. Entdo existe uma maquina
de Turing Z’, n-regular, tal que

(n)
_qe(z‘) <\Z{I- A (mll ’ mn)l ’
¥ e )
Zpi A !

Para a demonstracio dos teoremas desta secgdo
pode consultar-se Davis (1958).

8 —MEMORIA ASSOCIATIVA
Suponhamos que temos um certo nimero de

quadruplos designados por U, e cada um deles
associamos um nome N;.
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Codifiguemos, em binirio por exemplo, cada
U, e cada N, Disponhamo-los ao longo da fita
de uma maiquina de Turing, cada U, precedido
pelo N, correspondente, e os varios pares N; U,
separados entre si por um X.

Pretendemos agora que a maquina identifique
o quidruplo U que responde pelo nome N. A
descricdo instantinea inicial da maquina serd a
seguinte:

YNg, X N, Uy XN U, X. .. X Na U, Y

Os Y’s delimitam a extensdo do arquivo.

A méquina procederd comparando N com cada
um dos Nj's, até encontrar uma correspondéncia
perfeita entre os dois nomes. Depois de localizar
N na sua memobria, ela transferird o quadruplo
U para a posigdo ocupada primeiro por N, ime-
diatamente & direita de Y. Isto &,

YUq XN, U X...XN, U Y

Num computador de série, as memérias utili-
zadas nio sio deste tipo embora possa haver
vantagens na utilizagdo de memorias associativas.
O acesso 3 memoria faz-se por um processo mais
indirecto, nomeadamente através da localizagdo
numa matriz, do elemento de meméria que con-
tém a informagdo pretendida.

Exercicio 4 Construir a maquina referida.

9 —EFICIENCIA DE UMA MAQUINA DE
TURING

Hi dois aspectos complementares dessa efi-
ciéncia. Por um lado, podem-se fazer computagdes
que nio seriam possiveis num autémato finito;
utilizando apenas algumas operagdes simples
pode, surpreendentemente, calcular-se fungdes
bastante complexas. Por outro, esse caracter ele-
mentar das operagdes obriga a calculos extrema-
mente longos e fastidiosos. Apesar da lentiddo,
as méquinas de Turing ndo fazem necessiriamente
um uso ineficiente da sua fita. Algumas modifi-
cagbes, no entanto, podem aproxima-las mais do
computador convencional (entre elas o uso de
varias fitas). Mas que fique bem explicito que
elas sio apenas modelos, mais pedagdgicos e mais
formalizados do que os computadores em uso.
Ainda se nio fez até hoje nenhuma maquina de
Turing para fins praticos.
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10 — OUTRAS MAQUINAS DE TURING

Nio podendo aqui entrar em detalhe, apenas
referiremos

(1) a possibilidade de construgio de uma
méquina de Turing equivalente a qualquer
outra dada, mas com um alfabeto de ape-
nas dois simbolos. O problema aqui é mais
o da codificagdo do que qualquer outro.

(2) a equivaléncia de uma fita infinita nos
dois sentidos com uma fita infinita apenas
num sentido ‘dobrando a fita e interca-
lando os quadrados).

(3) a possibilidade de utilizagio simultdnea
de vérias fitas, controladas por uma saida
constituida por um k-tuplo de saidas.
Essa possibilidade, entre outras coisas
permite simular uma meméria disposta em
matriz n-dimensional.

Poderia parecer que as méaquinas que utilizam
vérias fitas tivessem a possibilidade de compu-
tar funcdes que nio estivessem ao alcance das
convencionais maquinas sé com uma fita. Para
vermos que isso nao é assim, basta pensarmos
que podemos fazer uma correspondéncia entre
os quadrados das K fitas, com os quadrados
da fita de uma maquina convencional do seguinte
modo :

Atribuindo aos quadrados de cada uma das
K fitas (em ntmero finito), quadrados da fita
tinica espacados de K em K.

(4) a possibilidade de construgio de uma
méquina de Turing equivalente a qualquer
outra dada, mas apenas com dois estados
internos. Isso consegue-se ampliando enor-
memente o alfabeto da méquina.

11 — EXERCICIOS

5 — Construir uma maquina de Turing que
enuncia todos os nimeros binarios, comegando
com uma fita em branco.

6 — Construir uma maquina de Turing que gere
todas as sequéncias de paréntesis bem formadas.

7 — Diz-se que uma maquina de Turing «aceita
uma sequéncia finita de simbolos», se comegando

i3



a maquina numa fita cuja expresio inicial seja
essa, e sO para essa sequéncia, a maquina para
com a fita em branco. ‘

Construir uma maquina que aceite a seguinte
sequéncia:

n n

10, 1100, 111000, ..., 1 O

12 —MAQUINA DE TURING UNIVERSAL

Dada uma fun¢do computavel f e uma maquina
de Turing T que a computa, quando um nimero
x & escrito, em notagdo simbdlica, na fita de outro
modo vazia de T, se T iniciar o seu funciona-
mento no estado q,, 2 esquerda do ultimo simbolo
de x, entio, quando a maquina pira, o niimero
f (x) estd escrito na sua fita.

Turing mostrou como construir uma maquina
fixa U, com a seguinte propriedade: para toda e
qualquer méquina de Turing T, existe uma
sequéncia de simbolos dy tal que, se o nimero
x é escrito, em notagao simbdlica, e seguido da
sequéncia dp, na fita de outro modo vazia de U,
e se U for comegada imediatamente i esquerda
do dltimo simbolo de d, entdo, quando U parar,
o numero f(x) estard escrito na sua fita; f(x) é
o nlimero que seria computado por T se come-
cada apenas com x na sua fta.

Por outras palavras, por muito complexa que
seja a estrutura de uma méaquina de Turing T, o
seu comportamento pode ser imitado por uma
méquina tnica e fixa U, independentemente do
ntmero de estados de T e da extensdo do seu
alfabeto. Basta que seja fornecida a U uma sequén-
cia de simbolos d;, para que ela compute a mesma
fun¢io que T.

O que vem a ser d;? Obviamente, um modo
de descrever a miquina T & maquina U.

A méiquina U simulard T etapa por etapa.
Saberd em que ponto da sua fita T comega, e
conservard a cada momento uma descri¢io com-
pleta da fita de T. Para saber o que farda T na
etapa seguinte, basta-lhe consultar a descri¢io
d; dos quadruplos de T, memorizar o que T faz
para um dado por g; S, correspondente & descri-
¢do instantanea de T nessa etapa, mover-se até a
descri¢do instantinea de T que consta da sua fita,
e executar na sua fita o que T faria. Mover-se-a
em seguida para o novo quidruplo de T corres-
pondente 4 nova descricdo instantinea, e recome-
¢ard o ciclo.

14

Estas operagdes envolvem virias maquinas
tipo como sejam as que consideramos na secg3o 7
(copiadoras, transferidoras, etc.), e as de memdOria
associativa que localizam, extraem e arquivam
informacio. Envolvem ainda a existéncia de uma
inter-ligagdo dessas mdaquinas parciais, que deli-
mite as suas intervenc¢Ses e sancione da oportu-
nidade das mesmas; enfim, de uma coordenagdo.

N3o faremos aqui a descrigdo formal da maquina
de Turing Universal, porquanto a sua apresen-
tag3o arrastar-nos-ia para o calculo dos predicados,
e obrigar-nos-ia a considerar a aritmetizagdo das
maquinas de Turing através do chamado «ntimero
de Goédel de uma maquina de Turing». Pode
consultar-se para isso Davis (1958).

A sua descricio intuitiva completa, também
ndo serad feita porque, extensa que seria, pouco
faria a acrescentar a descrigdo sumaria que
fizemos. Note-se no entanto que hi muitas
maneiras de construir uma mdiquina de Turing
Universal.

13 — LIMITAGOES DA COMPUTABILIDADE

Vamos referir nesta sec¢do os problemas que
se demonstram serem algoritmicamente irresolu-
veis. Isso equivale a afirmar que nio pode exis-
tir uma maquina de Turing que os resolva.

Seja dada uma descri¢do instantdnea inicial
de uma maquina de Turing; h& dois casos pos-
siveis : :

(1) a maquina é aplicdvel a essa descrigdo ins-
tantinea, isto é, apdés um ndmero finito
de etapas ou ciclos 2 miquina para com
uma descricdo instantinea final* na sua
fita.

(2) a maquina é ndo aplicdvel a essa descrigao
instantinea, isto é, ndo surge nunca uma
descricao instantinea final, e a maquina
envereda por uma via interminavel.

E portanto pertinente o seguinte problema

geral :

Problema de decisdo da aplicabilidade
(Haiting Problem)

Sejam dados os quadruplos de uma maquina
de Turing e uma descrigio instantinea dessa

* No sentido da definigdo 15.
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maquina. Pretendemos decidir se a maquina
é ou ndo aplicivel a essa descri¢do instantinea-
Este é um problema tipico de resolugdo por algo-
ritmo, De facto, para o resolvermos, devemos
encontrar um método geral (algoritmo ou miquina)
que permita resolver automaticamente o problema
da aplicabilidade de uma maquina dada, arbi-
traria, a uma configuragio instantinea dada, mas
também arbitraria.

Suponhamos agora que na fita de uma maquina
de Turing estdo representados os seus préprios
guédruplos, escritos com o alfabeto da maquina.
Se a maquina for aplicivel & descrigdo formada
por essa expressio da fita e pela situagdo inicial,
diremos que ela é auto-aplicivel; caso contrario,
ndo aufo-aplicivel. Pbe-se portanto o seguinte
problema geral :

Problema de decisdo da auto-aplicabilidade

Para um conjunto de quadruplos arbitrérios,
decidir a que classe pertence a maquina; se a classe
das méquinas auto-aplicdveis, se a classe das
méquinas nio auto-aplicaveis.

Teorema Este problema ¢é algoritmicamente
irresoliivel (no sentido dado no inicio desta secgio).

E claro que, deste teorema, resulta imediata-
mente que o problema mais geral da aplicabili-
dade é também algoritmicamente irresoliivel.

Prohlema da decisdo da tradutabilidade

Dada uma méquina de Turing arbitréria, e duas
descrigbes instantineas dessa miquina a e b pre-
tende-se saber se dada n inicialmente, a maquina
a transforma em b apds um ndmero finito de
etapas.

Visto que o problema da aplicabilidade se
reduz ao problema da tradutabilidade (conside-
rando a colecgdo das descricdes instantineas
finais by, ..., b, ), temos que:

Teorema O problema da tradutabilidade &
algoritmicamente irresoluvel.

Problema da impresedo

Dada uma méaquina de Turing, arbitraria, pode-
mos ou nao saber se a maquina imprimir4 even-
tualmente o simbolo s; partindo de uma descrigio
instantanea g também arbitraria ?

TECNICA N. 346

Teorema O problema da impressio é algortimi-
camente irresoliivel porque uma méquina que nio
use normalmente o simbolo s, , pode ser alterada
de forma a que o imprima antes de parar*; por-
tanto o problema da impressdo na méquina alte-
rada é equivalente ao problema da aplicabilidade
(halting problem) na maquina original. Visto que
uma mdaquina que usa normalmente s; pode ver
o seu alfabeto modificado pela substituicio de
s, por outro simbolo qualquer, e ser subsequen-
temente alterada da maneira referida, entdo a
solubilidade do problema da impressdo asrastaria
a solubilidade do problema da aplicabilidade em
todos os casos (maquinas que usam s, , e méquinas
que nio usam s;), o que é contririo aos teore-
mas anteriores.

Problema da aplicabilidade da fita eis branco

Sera que podemos ter uma maguina que
decida se uma mdaquina de Turing qualquer péra
ou nido, se iniciada numa fita em branco ?

Teorema Este problema é algoritmicamente irve-
soluvel.

Problema da aplicahilidade uniforme

Serd que podemos ter uma maéquina que 10s
diga se uma outra maquina de Turing arbitraria
para se iniciada em toda e qualquer descrigio
instantidnea inicial ?

Teorema Este problema é algoritmicamente irre-
solavel.
Consideragdes gerais

A irresolubilidade destes problemas tem um
caracter construtivo, porque a demonstragio que
se efectua para cada problema fornece o método
de construgio da maquina que faz a confraprova.
E de notar, alids, que a existéncia de problemas
algoritmicamente irresoliiveis, faz com que
se ponha com acuidade a possibilidade de um algo-
ritmo desejado nd3o existir. Portanto, paralela-
mente aos esforgos dispendidos na tentativa
de construir esse algoritmo, é de ensaiar tambéin

a demonstragio da impossibilidade do mesmo.

* O leitor ficilmente imaginard essa modificagao
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O sucesso poderd assim ocorrer numa das duas
direc¢des.

Né&o podemos deixar de sublinhar que a irreso-
lubilidade destes problemas, postos desta forma
geral, ndo é de modo algum pretexto da irreso-
lubilidade de cada um dos problemas particula-
res que fazem parte dessa classe geral como
ja dissemos na introdugio, logo de inicio.

Essa irresolubilidade quer apenas dizer que
a classe de problemas em causa é tio vasta que
ndo existe um tnico algoritmo capaz de dar conta
de todos os problemas particulares nela incluidos.

Outro ponto essencial, é que a existéncia
de um algoritmo pode nio ser garantia da sua
aplicagdo. Com efeito, algoritmos ha que, ou por
demasiado morosos e extensos, ou porque impli-
cam a existéncia de uma quantidade de meméria
e de uma quantidade de tempo que nio estio
a disposi¢do, nio sdo na pratica utilizados. Assim,
a impossibilidade pritica de usar um algoritmo
sistematico para o jogo de xadrés embora ele
exista, obriga a considerar os chamados métodos
heuristicos.

Esperamos que em breve possamos dedicar
a esses métodos toda a atengdo que merecem,
em proximas realiza¢des do CEC.

14 — APLICACOES

A teoria da computabilidade fornece, antes
de tudo o mais, um modelo formal.

E a tentativa de adequacio desse modelo
as vdrias estruturas que lhe sio submetidas que
esta na origem das suas aplicacdes. Referiremos
trés.

Assim, demonstrada a equivaléncia, que j4 men-
cionamos, entre as fung¢des recursivas gerais
e as fun¢des computiveis, ou melhor, entre
as fungdes
e as fun¢Bes A-parcialmente computaveis (e entre
os seus diversos sub-tipos), o aparato das fun-
¢bes recursivas, indispensdvel 4 metamatematica,
passou a ter como opg¢io o formalismo mais
intuitivo das médquinas de Turing. Essa opgao,
permite por outro lado uma justificagio mais
directa, por parte da teoria da computabilidade,
dos processos a empregar na realizagio das
maquinas de computar. Entre essas justificacdes
figuram (1) o ndmero de fungdes, quais, e que
operagdes sobre fun¢des sio necessirias para
obter toda a classe de fungdes computaveis,

16

A-parcialmente recursivas gerais

(2) a permissibilidade de utilizacdo de indices
e de ordens recursivas nas linguagens de progra-
macgdo, (3) a propria estrutura das linguagens
de programagcio.

E de notar ainda que, ao comparar-se 0s com-
putadores actuais & méquina de Turing Universal,
se verifica que tanto nesses computadores como
na maiquina o programa é inserido na meméria
juntamente com os dados; isso significa que as
operagSes do programa vdo sendo escolhidas de
acordo com o valor do operando em cada etapa.

Outro campo de aplicagio da teoria da com-
putabilidade que as miquinas de Turing vieram
suscitar, ¢ o estudo das linguagens formais, que
parte do conceito de frase aceite por uma maquina
de Turing jd aqui referido num dos exercicios
(7). A possibilidade ou impossibilidade de essas
linguagens formais darem conta da competincia
de¢ um individuo que conhece uma linguagem
natural, é o objecto de uma outra destas confe-
réncias. Nela se mencionard o paralelo entre os
diversos tipos de linguagens formais e os corres-
pondentes autdmatos intermédios, isto é, os diferen-
tes tipos de autdmatos que tendo um comporta-
mento que nido pode ser imitado por nenhum
autémato finito, sio no entanto inferiores is
méiquinas de Turing em versatilidade (nio com-
putam portanto todas as fungdes computaveis)

Por ultimo, referiremos a importincia episte-
molégica das miquinas de Turing, em particular
da maquina de Turing Universal.

Mc Culloch e Pitts mostraram que os cérebros
humanos, juntamente com a meméria externa
ilimitada a que tém acesso, sio maquinas de
Turing Universais e que qualquer miquina de
Turing pode ser realizada com neurénios.

A pergunta: «podem as méquinas evoluir ?«
John von Neumann reponde que dada uma
méaquina de Turing conveniente, ligada a um
duplicador da sua fita e a um armazém de partes,
ela pode imprimir a descrigio de si prépria na
sua fita e comandar a execugio de uma maquina
que lhe é igual. Depois dessa primeira reprodu-
¢do seguir-se-do outras, e um sistema de muta-
¢des e selecgdes ditard quais sobrevivem. E de
notar que ¢ indispensivel um minimo de com-
plexidade para a reprodugido ser possivel e que
as moléculas de ADN alcancam esse limiar.

A quarta conferéncia tera por encargo dar
toda a oportunidade ao assunto dos modelos
neuronais.
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